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Matrices et applications lineaires 


A- Matrices 

I- Definitions et operations sur les matrices 


Definitions 1 


Une matrice reelle de type (n, p) est un tableau de nombres reels 

a 12 - 



a-. 

ij 



n2 


j eme colonne 

Lorsque n = pon parlera de matrice carree d’ordre n. 
Exemple ^ 

A = 


1 1 0 

2 5 0 

0 2 3 

A est une matrice carree d’ordre 3 ou matrice de type (3,3) 


i eme ligne 
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Definition 2 ” Diagonale d’une matrice” 


On appelle diagonale d’une matrice carree d’ordre n, l’ensemble de ses 
coefficients dont 1’ indice de ligne est egal a 1’ indice de colonne et on note 


A O^ij) { ^ii } 1 < i < n { 1 , &22 , ••••> Tin } 


Definitions 3 ‘’Matrice diagonale” 

On appelle matrice diagonale, toute matrice carree dont les coefficients sont 
tous nuls, sauf ceux de la diagonale 


Exemple 



^3 

0 

(O 



rr 

_1 

0) 

A = 

0 

5 

0 


B = 

1 

1 

0 


1° 

0 

7 J 




2 

3 J 

A (A) = 

{3,5,7} 

A (B) = 

{ 

1,1,3 

} 


A est une matrice diagonale B n’est pas une matrice diagonale 

Definition 4 

a) une matrice carree (ay) 1 < i < n est dite triangulaire superieure 

1 <j <n 

si ay = 0 V i > j 

b) une matrice carree (ay) i < i < n est dite triangulaire inferieure 

1 <j <n 

si ay = 0 V i < j 


Exemple 



r i 

1 



n 

0 


A = 

0 

2 

1 

B = 

i 

1 

0 


0 

0 

0 


2 

1 

3 


V J V J 


A est une matrice 
Triangulaire superieure 


B est une matrice 
Triangulaire inferieure 
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II- Operations sur les matrices 

1 - Somme de deux matrices 

Soient A et B deux matrices de meme type (m, n) 

Definition 

On appelle somme de A et B la matrice notee A + B, de type (m, n) et de 
terme d’ indice (i,j) egal a ay + by 

Remarque 

Si A et B ne sont pas de meme type alors la somme de A et B n’est pas 
definie. 

Exemple 


2 

1 

0 


_1 

1 

7 


1 

2 

7 

1 

1 

1 

+ 

0 

1 

0 


1 

2 

1 

3 

1 

_2 


3 

1 

_2 


6 

2 

_4 

. 0 

1 

4 , 


v 0 

1 

0 , 


, 0 

0 

4 . 


Proprietes 1 

On note V ensemble des matrices de type (m, n) a coefficients dans K ( = R 
ou C ) par M (m , n) (K) 

a) V A e M (m n) (K) , V B g M (m , n) (K) : A + B = B + A 

b) V A, B , C g M (m , n) (K) : (A + B) + C = A + (B + C) 

c) V A g M (m , n) (K) A + 0 (m , n) = A 

ou 0( m , n ) est la matrice nulle 
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2 - Produit d’une matrice par un scalaire 

Definition 

Soient A e M (mn) (K) et un scalaire A e K. On note A.A, la matrice de type 
(m, n) et de terme d’indice (i,j) egal a A. ay . La matrice A.A est appelee la 
matrice produit de A par A 

Exemple : A = -3 


r 

2 

1 


I 

as 

_ 3 a 

1 

1 

A.A = -3. A = 

_3 

_3 

.0 



0 

_12 


3 - Produit de deux matrices 


Soient A = (ay) une matrice de type (m, n) et B = (by) une matrice de type 
(p,q), toutes les deux a coefficients dans K. 


Definition 1 

Si p = n, alors on note A*B tout simplement par A.B, la matrice de type 
(m, q) et de terme d’indice (k, 1) egal a 


n 

a k i bn+ a k2 b 2 i+ + a^ b n i = 

i=l 


La matrice A.B est appelee la matrice produit de A par B. 
Exemple : 


^2 

r 


'o 

3" 


"1 

6" 

1 

_i 

B = 



A.B = 

_1 

3 




1 

0 



0 

i 


A 

J 


1 

0 

V 

j 




A 

J 


A est de type (3,23 


B est de type (2,2) 
Y — “ J ^ 


A.B est de type (3, 2) 
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Principe : cas ou (n = m = 2) 
A 


"a 

b' 

B = 

V b'" 

c 

d 

c' d' 

V 

J 


V J 


r 


a b 




r x 
a’ b’ 


€’ d ’v 


r 

aa’ + be’ 


V. 


"A 

ab’ + bd’ 


J 


Ces operations se generalised pour toutes les matrices dont le produit est 
defini. 

Cas ou (n = m = 3) 


f 

an 

3l2 

\ 

3l3 


b, i 

bn 

t>l3 

321 

322 

323 

X 

t>21 

t>22 

t>23 

3-31 

V 

332 

333 

J 


^31 

t>32 

t>33 

J 


"~3 

3 

3 

Z3..b .. 
j=l lj J1 

Z3..b. 0 
j=l lj j2 

Z3..b.~ 

j=l lj j3 

3 

3 

3 

Z3,.b.. 
j=! 2j Jl 

Z3 0 .b . 0 
j=l 2 J J 2 

Z3 0 .b 
j=l 2 J J 3 

3 

3 

3 

Z3,.b., 
j=i 3 J J 1 

Zs^.b . 0 
j=! 3j j2 

Z3,.b 
j=! 3j j3 


Remarques 

Soient A et B deux matrices a coefficients dans K. 


1) Pour que A.B existe, il faut que le nombre de colonnes de A soit egal au 
nombre de lignes de B. 

2) Le nombre de lignes de A.B est egal au nombre de lignes de A, si A.B est 

defini. 
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3) Le nombre de colonnes de A.B est egal au nombre de colonnes de B, si 
A.B est defini 

Proprietes 2 : 


1) V A, B, C gM (n> n) (K) : (A.B).C - A.(B.C) 

(A+B).C = A.C + B.C 
A.(B + C) = A.B + A.C 

2) I n . A = A. I n = A V A gM (n>n) (K) 


I n . : matrice identite de type (n, n) 


3) V A, B gM (n>n) (K) , V a g K a.(A.B) = (a.A).B 


4) le produit A.B ^ B.A ( en general) 

Definition 2 : (matrice transposee) 

On appelle transposee d’une matrice M =(aij) de type (p, q), la matrice 
'M = (aji) qui est de type (q, p) 

Ce qui est ligne dans M devient colonne dans l M. 

Exemple 


_1 0 

2 







r i i 

4 

_3 A 

1 3 

_5 


— 





0 3 

_4 

_2 

4 _4 

0 





1 


2 5 

0 

1 

_3 _2 


V 


J 


V J 


Proprietes 3 : 

1) si M est une matrice diagonale, alors M = l M 

2) \ A + B) = £ A + l B 

3) l (A.B) - ‘B. ‘A 

4) t ( t M) = M 
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4 - Operations elementaires lignes 

Definitions 1 


On appelle operations elementaires lignes de M (m . n) ( K ) Tune des trois 
applications : Ly , Lij(a) et L k (P) definies de M (m> n) ( K) dans M (m jn) (K), 
(a , P non nuls dans K) dont l’image d’une matrice A e M (m . n) (K) est donnee 
par : 

1) Ly (A) = la matrice obtenue de A en permutant sa i cmc ligne avec sa j eme 
ligne. 

2) Ly (a)(A) = la matrice obtenue de A en ajoutant a sa i cmc ligne sa j eme 
ligne qu’on a multiplie par a. 


3) Li (P)(A) = la matrice obtenue de A en multipliant sa i cmc ligne par p. 
Exemple 1 : 


r, 


A = 


1 2 
1 3 


A 


1 4 16 
V. J 


U -> L 3 - L 2 = L 32 (-1) 
L 2 L 2 - Li = L 21 (-1) 


L 32 (-1)(A) 


r 


v. 


A 

2 4 

3 9 
1 7 

J 



L 32 (-1)(A) = Aj 


L 21 (-l)( Ai ) 


r 

i 

o 

0 


A 

2 4 
1 5 
1 7 

J 


— a 2 


L 2 i(-1)( Ai ) — A 2 


Exemple 2: 

r ^ r 



2 

1 3 


i i 

1 

A = 

1 

1 1 

; l 12 (A) = 

2 1 

3 


0 

1 2 


(N 

1 

O 


V 

J 



J 
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L 2 i (-2)( A \ ) 


Notation 


r 

1 1 

o _i 
o 1 
V 


~A 

1 

1 


2 

J 


1) pour dire que B est 1’ image de A par une operation elementaire L on note 

L 

A ~B 

2) Pour que B est V image de A par un nombre fmi d’ operations elementaires 
sans preciser ces operation, on note A ~ B 


Exemples 



r "a 


r ~a 


2 1 3 

Ll2 

i i i 

1) 

1 1 1 

~ 

2 1 3 


0 1 _2 


<N 

1 

O 


V 

est equivalente a 


J 


r 


2 ) 



1 

1 

1 


2 

i 

3 


2 

1 

3 

” L 12 

1 

i 

1 


0 

1 

2 


0 

i 

2 





J 




J 




A, 


r 


~A 

i i 


1 

T 

L2 (-) 

i 

i 

l 




2 


i 

3 

2 1 


3 


i 








2 

2 

0 1 


_2 


0 

1 

_2 


V 


J 


est notee simplement 


V 


"A 


2 1 3 


1 1 1 



1 3 

1 1 1 


1 - - 



2 2 

0 1 _2 


0 1 _2 


J 


Definition 2 

Deux matrices sont dites equivalentes si Tune est la transformee de l’autre par 
un nombre fini d’operations elementaires. On note A ~ B. 
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5- Matrices echelonnees lignes 

Definition 1 


A est une matrice echelonnee lignes (e. 1) si elle verifie les deux conditions 
suivantes : 

1) Apres une ligne nulle de A il n’y a que des lignes nulles 

2) Le nombre de zeros consecutifs commengant une ligne non nulle de A, 
augmente strictement de ligne en ligne. 


Exemple 


M 


1 

0 

1 

1 

0 


1 

0 

1 

1 

0 

0 

_2 

_1 

2 

7 

N = 

0 

1 

0 

3 

0 

0 

0 

0 

4 

_5 

0 

_2 

_1 

2 

7 

L° 

0 

0 

0 



0 

0 

0 

4 

_5 


M est echelonnee lignes 

Definition 2 


N n’est pas echelonnee lignes 


Si A est echelonnee lignes et si L est une ligne non nulle de A, le premier 
coefficient non nul de L est appele le pivot de la ligne L. 


Exemple 

r 10 11 ^ 

M = 


0 _2 _1 2 
0 0 0 4 

0 0 0 0 


Le pivot de la 2 eme ligne de M est -2 
Le pivot de la 3 eme ligne de M est 4 
La 4 emc ligne n’a pas de pivot 


Definition 3 


A est une matrice echelonnee lignes reduite (e. 1. r) si : 

1) A est (e. 1 ) echelonnee lignes 

2) Tous les pivots des lignes de la matrice A sont egaux a 1 
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Exemple 


A = 


r 

1 

o 

o 

V. 


1 

1 

0 


A 


l 

0 

J 


A est e. 1. r 

Definition 4 


B = 


A 0 f' 
0 2 _1 
0 0 0 
^0 0 0 )J 


B n’est pas e. 1. r 


Une matrice A de M ( m> n)( K) est dite echelonnee lignes reduite canonique 
(e. 1. r. c) si : 

1) A est e. 1. r 

2) Dans chaque colonne ou il y a le pivot, le pivot est le seul coefficient non 
nul. 


Exemple 

r "a 

110 0 
0 0 11 

oooo 
V J 

e. 1. r. c 
Methode 


^0 1 0 0 2 ^ 

0 0 10 0 
0 0 0 1 1 

0 0 0 0 0 

V J 

e. 1. r. c 


1) On place les lignes non nulles en debut de la matrice 

2) On fait apparaitre le pivot de la l erc ligne (pivot =1) 

3) On annule tous les coefficients sous ce pivot 

4) On passe a la 2 cmc ligne, on fait apparaitre le pivot (=1) de cette ligne 

5) On annule les coefficients sous ce pivot et ainsi de suite 

Definition ” Rang d’une matrice” 


On appelle le rang d’une matrice A, le nombre de pivot qu’il y a dans la matrice 
(e. 1) equivalente a A. On note rg (A) = nombre de pivots (A) 
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Proposition 

Pour toute matrice A de M ( m> n) (K) 

rg (A) < inf (m, n) 

Exemples 


A = 


2 2 4 0 


112 0 

— 


1 

110 2 


0 1 1 - 



3 

2 111 


0 0 1 1 


rg (A) = 3 



1 

_1 

0 

1 


1 

_1 

0 

1 

B= 

0 

3 

0 

3 

~ 

0 

1 

0 

_1 


0 

2 

_1 

m l 


0 

0 

1 _m_: 



V 


J 




J 


r 


"A 


r 



"A 


1 

1 0 

l 


1 

_i 

0 

l 

c = 

2 

3 

1 T 

_i 

~ 

0 

l 

_1 

T 

_i 


1 

1 _1 

m 


0 

0 

0 

m + i 


V 


J 





J 


rg (B) = 3 ; V m e R 


r g (C) = 3 
rg(C) = 2 


si m ^ -1 


si m = -1 


6- Inverse d’une matrice carree 

Definition 

On dit qu’une matrice carree A d’ordre n est reguliere ou inversible si et 
seulement si il existe une matrice carree B d’ordre n telle que : 

A. B = B. A = I n 

La matrice B est alors appelee matrice inverse de A notee A' 1 . On note 


A.A' 1 = A' 1 .A = I n 
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Caracterisation d’une matrice carree inversible 


1) Une matrice comportant une ligne ou une colonne nude n’est jamais 
inversible 

2) Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si : les termes de sa 
diagonale sont tous non nuls 


3) Une matrice carree d’ordre n est inversible si et seulement si : son rang est 
egal a n 

4) L’inverse d’une matrice est unique, en effet 


M. M’ = M\ M = I n => M”. (M. M’) = M”. I„ = M” 
M. M” = M”.M = I n et (M”M). M’ = M’. I n = M’ 

5) (M. N)' 1 = N' 1 . M' 1 


6-1 Calcul de l’inverse d’une matrice 


Pour calculer l’inverse d’une matrice carree A d’ordre n, dont on sait qu’elle est 
inversible, on procede de la fagon suivante : 

1) On considere la matrice E de type (n, 2n) dont les n premieres colonnes 
sont celles de A et les n dernieres colonnes sont cedes de I n 

2) On applique a E des operations elementaires de sorte que les n premieres 
colonnes de E se transforment en I n , par contre les n dernieres colonnes 
de la matrice transformee forment la matrice inverse de A. 

Exemples 


1)M= 


r l 2 ^ 
0 1 


M' 1 = ? 


r 

l 

2 

1 

A 

0 

Li2(_2) 

1 

0 

1 _2 

1 

r 

l 

A 

_2 

0 

V. 

1 

0 

1 

J 


0 

V 

1 

0 1 

J 

on a : M" = 

0 

V. 

1 

J 
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2) M 


E = 


r 


a 



1 _1 

0 






0 2 

2 


M' 1 = ? 



^2 1 






r 



A 

1 

r 

A, 

i 

_1 0 

1 

0 0 

L A> 

i _i o 

1 0 0 
1 

0 

2 2 

0 

1 0 

~ 

0 1 1 

° 2 ° 

2 

1 0 

0 

0 1 


0 3 0 

2 0 1 

V 



J 


V 

J 


L32(_3) 


1 _1 
0 1 
0 0 


V. 


1 0 0 
0 I 0 

3 i 

2 =- \J 
2 


L^) 


r 

i 

0 

0 

1 

0 

1 

2 

0 


0 

1 

0 

0 

0 


0 

0 

1 

2 

1 

_1 





3 

2 

T 

J 


3) Soit 


A 


A 


0 1 _l 

_3 4 _3 
_1 1 0 
V. J 

a) Calculer A 2 et verifier la relation A 2 - 3 A +21 =0 

b) En deduire que A est inversible et calculer A' 1 . 


a) 


r 


A 


r 



A 


r 


A 



0 

1 




0 

1 

_i 


_2 

3 

_3 

A 2 

= 

_3 

4 





_3 

4 

_3 

= 

_9 

10 

_9 



1 

v.- 

1 

0 

J 


L- 

1 

1 

0 

J 


v 3 

3 

_2 J 






r 



A 











0 

0 

0 







A 2 - 

-3A + 2I 

= 


0 

0 

0 


_ 0(3,3) 










0 

0 

0 

J 







b) A 2 - 3A +21 = 0 


A 2 - 3 A = - 21 => | A - j A 2 = I 
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(3J- I a)a = a . ( 3j- 1 a) = i 


Conclusion A est inversible et son inverse est 


A' 




3 

_1 

i ' 

2 

T 

2 

3 

_i 

3 

2 

T 

2 

1 

_i 

3 

2 

T 

2 
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B - Application lineaires 

Definition 


Soient E et F deux espaces vectoriels sur R. une application f : E * F 

x ►f(x) 

est une application lineaire Si : 

1) f (x + y) = f(x) + f (y) V x, y e E 

2) f (a.x) = a f(x) V a e R 

Exemple 

f : R 2 * R 3 

(x, y) ► f(x,y) = ( x+y , x-y, y) 

f est une application lineaire 

en effet : 

X = (x, y) , Y = (u, v) 

1) f(X + Y) = f((x, y) + (u, v)) = f((x + u , y + v )) 

= (x + u + y + v, x-y + u-v, y + v) 

= (x + y, x - y, y) + (u + v, u - v, v) 

= f(x, y) + f (u,v) 

2) f(a X) = f (a(x, y)) = f(ax, ay) 

= (ax + ay, ax - ay, ay) 

= oc(x + y, x -y, y) 

= af(x, y) = a f(X) 

f est egalement une application lineaire ssi : 

V x, y e E , V a,p gR 
f(ax + Py) = af(x) + pf(y) 


Remarque 

En remplagant a par 0 dans 2) on obtient f (0) = 0 
Done si f (0) ^ 0, f n’est pas une application lineaire. 
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Exemple 

f: R 2 ► R 2 

(x,y) ► (x+1, x + 2y) 

f (0,0) = (1,0) ^ (0,0), done f n’est pas une application lineaire. 

Definitions 


1) Les applications lineaires de E dans R sont appelees les formes lineaires 
de E dans R 

Les applications lineaires de dans sont appelees 

deE 

3) Les applications lineaires bijectives de sur sont appelees les 

isomorphismes de E sur F 

4) Les isomorphismes de E dans E sont appeles les automorphismes de E 

III - Matrice d’un endomorphisme dans une base donnee 


Soit f : E * E un endomorphisme de l’espace vectoriel E, dim E = n 

Dans E on choisit une base B = (ei, e 2 , ..., e n ) = (eO i<i< n 
Soit x e E, on pose f(x) = y e E 

x=Zx j e j ; y=Zy j e j et f(e j )=Xa ij e i 

j=l j=l i=l 

y = f(x) = ZxjBej) = Zxj ( Za ijei ) 

j=i j=i 1=1 

= ZZayXje, = ZlZayXj )e, = 

j=i i=i j=i i=i j=i 


h= Za^Xj 


r 

Yi 


l^y, x 

j=i 

+ a 12 x 2 +... 

.. +a ln x n 



Cl 

a n 

a 12 • 

•a In 


r 

x i 

y 2 



a 2 1 x i 

+ a 22 x 2 +... 

••^2nX r 




a 21 

a 22 •• 

^ 2n 


x 2 

J 


a „iXj 

+a„ 2 x 2 +.. 

.. +a nn x 

J 


V*nl 

a„ 2 • 

.... a n ^ 


X n 

L J 
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A est appelee matrice de l’endomorphisme f de E 
A = (a;j)i < ; < n = M B (f) : matrice associee a f dans la base B de E 

1 <j <n 

Exemples 

1) Soit f : R 2 * R 2 un endomorphisme verifiant 

f(l,0) = (7,2) et f(0,l) = (-3,4) 

Ecrire la matrice A de f relativement a la base canonique B = {(1,0), (0,1)} de 
R 2 . 

Soit (x, y) e R 2 

f (x,y) = f (x(l,0) , y(0,l)) = x f(l,0) + y f(0,l) car f est une application lineaire 
= x (7,2) + y (-3,4) = (7x -3y, 2x +4y) 

f(x,y) se traduit par les egalites (en colonnes) 



r 


r 

"A 

■ 

r 

X 


7x _3y 


7 

_3 


X 

; A = 

7 _3 

y 


2x +4y 


2 

4 


y 

2 4 



L J 



J 




v J 


2) soit f : R 3 ► R 3 un endomorphisme defini par 

f (x, y,z) = ( 3x -2y, 2x -4z , y-3z) 

Ecrire la matrice A de f relativement a la base canonique de R 3 
B = { (1,0,0) , (0, 1,0) , (0 , 0, 1) } = { e h e 2> e 3 } 
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On a : 

f (eO = (3,2, 0) = 
f(e 2 ) = (-2,0,1)= 
f (e 3 ) = (0 , -4, -3) 


A = 


f( ei ) f(e 2 ) f (e 3 ) 

' 3 2 0 ' 


V 


J 


M b (f) 


IV - Noyau et image d’un endomorphisme 

Definitions 


Soit E un espace vectoriel et f e L (E) ensemble des endomorphismes de E”. 
On appelle noyau de f, note Kerf, V ensemble de tous les vecteurs x de E tel que : 
f(x) - 0 

Kerf = { x e E / f(x) = 0} 


On appelle image de f, no tee Imf, V ensemble f(E) c’est-a-dire V ensemble des 
vecteurs y qui peuvent s’ecrire sous la forme y = f(x) ou x e E 


Imf = f(E) = { f(x) ; x E} 


On appelle rang de 1’ endomorphisme f, notee rgf, la dimension du sous espace 
vectoriel Imf. 


Theoreme du rang (admis) 

Soit E un espace vectoriel de dimension n e N*, et f e L( E) on a : 


dim Ker f + rg f = n 


20 


Pr : Jarrar .O. A 





Algebre lineaire 


Methode de determination de Kerf et Imf sur un exemple 


Soit A 


0 0 
1 0 


A 


1 

J 


et soit f l’endomorphisme de R 3 , de matrice A relativement a la base canonique 
deR 3 

1) Determiner une base et la dimension de Kerf 

2) Determiner une base et la dimension de Imf 


1 ) 

Etape 1 : Determiner Kerf 



X 


V 


r 

_i 

0 

A 

l 


X 


0 ' 

f 

y 

= 

0 

<^> 

0 

0 

0 


y 

= 

0 


z 


0 


li 

0 

-1) 


z 


0 


<^> 


_x + z = 0 

Jo =0 <=> 

x z = 0 


x = z done Kerf = { (x, y, z) e R 3 / x = z } 

= { (x, y, x) e R 3 / x , y e R } 


Etape 2 : Trouver un systeme generateur de Kerf 

Kerf = { (x, y, x) e R 3 / x , y e R } = { x(l, 0, 1) + y(0, 1,0) / x , y e R } 
Done {(1,0, 1) , (0, 1,0)} est un systeme generateur de Kerf. 

Etape 3 : Prouver que le systeme generateur trouve est libre 
Pour tout a, p e R on a : 

a (1, 0, 1) + p (0, 1, 0) = (0, 0, 0) <=> (a , p , a) = (0, 0, 0) <=> a = p = 0 

Ce qui montre que {(1,0, 1) , (0, 1,0)} est libre. Le systeme trouve est un 
systeme generateur et libre de Kerf, done dim Kerf = 2. 


2 ) 
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Etape 1 : deduire rgf de ce qui precede (th du tr) 


dimKerf + Tmf = dimR 3 
dimKerf = 2 
dimR 3 = 3 


dim Imf = 1 = rgf 


-/ 


Etape 2 : Determiner Imf 

(u, v, w) e Imf <=> 3 (x , y, z) g R 3 / (u, v, w) = f(x , y, z) 


u 


_1 0 1 


X 

V 

= 

0 0 0 


y 

w 


1 0 1 


z 



V - J 

l J 


u = - x + z 

<=> v — 0 

w = x - z 

Done Imf = {( -x +z, 0, x - z) ; x , z g R} 

Etape 3 : Trouver un systeme generateur de Imf 
Imf = { x( -1 , 0, 1) + z(l, 0, -1) ; x , z g R} 

Done { ( -1 ,0, 1) ,(1, 0, -1) } est un systeme generateur de Imf 

Etape 4 : Trouver une base de Imf 

On constate que 1( -1 , 0, 1) + 1(1, 0, -1) = ( 0, 0 , 0), done la famille 
generatrice { ( -1 , 0, 1) ,(1, 0, -1) } est liee. On retient done Telement 
( -1 ,0, 1) par exemple. 

On verifie que { ( -1 , 0, 1) } est libre (famille a un seul vecteur non nul) 
Conclusion { ( -1 , 0, 1) } est une base de Imf. 


22 


Pr : Jarrar .O. A 


Algebre lineaire 


V - Isomorphismes 

Definitions 


Soit E un espace vectoriel et f e L( E). Lorsque f est bijective on dit que f est 
un isomorphisme de E ou encore un automorphisme de E. 

a) Propriete 

Si f est un endomorphisme (bijectif de E, 1’ application reciproque f 1 de f est 
aussi un endomorphisme de E, autrement dit si f est une application lineaire, 
f 1 Test aussi) 

Corollaire : 

Si f est un isomorphisme de E, son application reciproque f 1 est aussi un 
isomorphisme de E. 

b) Propriete matricielle - Matrice associee a E endomorphisme f 1 

Theoreme 

Soit f e Z(E).et M B (f) la matrice associee a f dans une base B de E. 

On a f est un isomorphisme de E si et seulement si il existe une base B de E telle 
que M B (f) soit inversible. 

Dans ce cas, on a alors 


M B (f ') = t M B (f) r 1 


Caracterisation d’un endomorphisme par noyau et image 

a) Theoreme : 

soit f e L( E)., f est un isomorphisme de E Kerf = {0} Tmf = E 

b) Application : 

Soit f : R 2 [X] ► R 2 [X] 

P *P + P’ 

Montrons que f est un isomorphisme de R 2 [X] . 
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Posons P(X) = aX 2 + bX + c 
On a : 

f(P) = 0 <^> P(X) + P’(X) = 0 ; VXgR 

4 ^ (a X 2 + b X + c ) + (2a X + b) = 0 ; VXgR 

or (V X e R ) , (a X 2 + b X + c ) + (2a X + b) = 0 

++ (VXgR), a X 2 + (2a + b) X + b + c = 0 

<=> a = 0,b=0,c = 0 <=> P = 0 

Done Kerf = {0} et par consequent f est un isomorphisme de R 2 [X]. 
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Systeme d’equations lineaires 

I - systemes d’equations lineaires 
1- equation lineaire 

Une equation lineaire est une equation de la forme : 

(1) ai xi+ a 2 x 2 + + a p x p = b 

Ou ai, a 2 , , a p , b sont des reels donnes et x l5 x 2 . . .. x p des reels a determiner. 

Les quantites a 2 , a p sont appelees les coefficients de cette equation, b la 
constante et x h x 2 . . x p les inconnues. On dit que : 

Xi S] , x 2 s 2 , . . . x p s p 

est une solution de 1’ equation (1) lorsque Si, s 2 , . . s p sont des reels tels que : 

ai si+ a 2 s 2 + + a p s p = b 

On notera P ensemble des solutions S par 

S = { (si, s 2 , . . Sp) G R p / ai Si+ a 2 s 2 + + a p s p = b } 

Exemples 

** -4 x + 3 y = 7 est une equation lineaire a 2 inconnues 
ai = -4 , a 2 = 3 , b = 7 
Les solutions de cette equation sont : 
y = r , x = 3/4 r - 7/4 ou r est un reel arbitraire 

** les solutions de Pequations linaire 5 x -3y + 2z = 1 
y = r , z = s , x = 3/5 r - 2/5 s + 1/5 ou r et s sont des reels arbitrages. 

** xy + x - 2y n’est pas une equation lineaire. 

** Vx + 2y = 3 n’est pas une equation lineaire. 
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2- Systeme d’ equations lineaires : 

Un systeme de p equations lineaires a n inconnues et a coefficients dans R est la 
don nee d’un nombre fini d’equations lineaires a n inconnues et a coefficients 
dans R, qu’on cherche a resoudre simultanement : 


anx 1 +ai 2 x 2 + + a ln x n =bi 

a 2 i Xi+ a 22 x 2 + + a 2n x n = b 2 


( 2 ) 


a p i xi+ a p2 x 2 + 


+ a pn x n - b r 


Une solution dans R n d’un systeme (2) de p equations a n inconnues est un 
n-uplet (b, 1 2 , ...,l n ) e R n , solution de chacune des p equations de (2). 


Exemples 

1 ) 


Xi + x 2 + x 3 = 9 
2 Xi - x 2 - x 3 — 0 
3xi + 3 x 2 - x 3 = 15 


S = {(3, 3, 3)} 


2 ) 


2xi + x 2 -7 x 3 =0 
Xi + x 2 = -1 

Xi + x 2 +3 x 3 =2 


le triplet (8, -9,1) est une 
solution du systeme, 

Mais (-3, 2, 1) n’est pas une 
solution malgre que c’est une solution de la 2 eme et de la 3 emc equation. 

Vocabulaire 


Pour un systeme de p equations a n inconnues et a coefficients dans R. 

f 

an X!+ a 12 x 2 + + ai n x n =bi 

a 2 i xi+ a 22 x 2 + + a 2n x n = b 2 


(S) 


a p i xi+ a p2 x 2 + + a pn x n = b p 
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1 ) 

A = A s = 

2 ) 

E = E s = 

3 ) 

r 

x i 

x 2 

X= • 

x n 

4 ) 

B = B s = 

On note 



est appelee la matrice du systeme (S) 



est appelee la matrice elargie du systeme (S) 


est appele la matrice des inconnues du systeme (S) 



est appele la matrice du second membre du systeme (S). 



A. X = B 


E = (A | B) 
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3) Resolution d’un systeme 


i) Pour resoudre un systeme d’equations linaires, on est amene a 
transformer le systeme en d’autres systemes qui possedent le meme 
ensemble de solution. 

Ces transformations sont faites grace a des operations elementaires qui sont 
de types 

a) Ly : permuter la i cmc equation avec la j cme equation 

b) L; (a) : multiplier la i cme equation par a, a e R* 

c) (a) : a la i eme equation on ajoute la j cme equation multiplier par 
a. 


Exemple 


2 xi+ 2 x 2 + 2 x 3 =6 


Xi+ x 2 + 

x 3 =3 

Xi - x 2 + x 3 =1 

Li(l/2) „ 

Xi - x 2 + x 3 =1 

Xi + 2 x 2 + 3 x 3 =6 


x i+ 2 x 2 + 3 x 3 =6 


r 

Xi+ X 2 + x 3 

= 3 


r 

Xi+ X 2 + x 3 = 3 

(-1) < 

-2 x 2 

= -2 

L 2 (- 1/2) < 

x 2 = 1 


x i+ 2 x 2 + 3 x 3 

= 6 


x i+ 2 x 2 + 3 x 3 =6 

s 


-‘2'i 


Xi+ X 2 + x 3 = 3 
xi+ 2 x 2 + 3 x 3 =6 
x 2 = 1 


Remarque 


Les operations elementaires effectuees sur le systeme d’equations apparaissent 
aussi au niveau des matrices elargies 


E( A | B) = 



r 



"A 


1 

r 


"A 



2 

2 

2 

6 

LA-) 

i i 

i 

3 


= 

1 

1 

1 

1 


~ 

i _i 

i 

1 



li 

2 

3 

6 V 



1 2 
L 

3 

6 

J 




r 





i 

r 


A 

L 21 

LB 

i 

1 

1 

3 

L 2< 


i i 

1 

3 

~ 

0 

_2 

0 

_2 

— 

0 1 

0 

1 



i 

V 

2 

3 

6 

J 



It 2 

3 
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L 23 

r 

i 

i 

1 

3 

— 

i 

2 

3 

6 


0 

1 

0 

1 


V 


J 


ii) Methode de Gauss Jordan 

La methode de Gauss Jordan (ou d’elimination triangulaire), associe a tout 
systeme de p equation lineaires, est une organisation de calcul pour resoudre 
ce systeme. 


L re etape 


On fait apparaitre (a l’aide des operations L; (a) et Ly (a)) dans la 1 C1C 
equation l’inconnue xi avec 1 comme coefficient 


2 dre etape 

On elimine (a l’aide de Ly (a)) l’inconnue Xi dans les equations restantes. 
3 dre etape 


On fait apparaitre dans la 2 cmc equation l’inconnue suivante avec le 
coefficient 1. 


4 eie etape 

Eliminer cette inconnue dans les equations plus bas et ainsi de suite. 
Exemple 


xj+ 2 x 2 +3 x 3 =2 
2xi + x 2 - x 3 =0 

X!+ X 2 + X 3 =1 


Xi + 2x 2 +3 x 3 =2 
L 21 (-2) -< -3x 2 - 7 x 3 = -4 

Xi+ x 2 + x 3 =1 


L 3 i (-1) | Xi + 2x? +3 x 3 = 2 

-3x 2 - 7x 3 = -4 

x 2 - 2x 3 =-l 


L 2 (-l/3) xi+2x 2 +3x 3 =2 

◄-* < x 2 + 7/3 x 3 = 4/3 

I - x 2 - 2x 3 =-l 


L 32 (-l) xi + 2x 2 +3x 3 = 2 

< x 2 + 7/3 x 3 = 4/3 
1/3 x 3 = 1/3 


j xi + 2 x 2 +3 x 3 =2 
x 2 + 7/3 x 3 = 4/3 
x 3 = 1 
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Utilisation de la matrice elargie 




Xi+ 2 x 2 +3 x 3 
2xi + x 2 - x 3 
Xi+ X 2 + X 3 


= 2 

= 0 
= 1 



r 



1 2 3 

2 

E = (A | B ) = 

2 1 _1 

0 


1 1 1 

1 


A 

J 


II - discussions 


Considerons un systeme de n equations lineaires a n inconnues dont les 
coefficients ne sont pas tous nuls. 


Notons par : r = rg(A) le rang de la matrice A du systeme 
Et r’ = rg(E) : le rang de la matrice elargie E du systeme 


Remarque 

Theoreme : 


r < r’ et r < n. 


• si r < r’ le systeme est dit incompatible c’est-a-dire 1’ ensemble des 
solutions S = 0 . 

• si r = r’ le systeme est dit compatible et dans ce cas on a deux 
possibility 

i) si r = n on a une solution unique 

ii) si r < n on a une infinite de solutions 


Exemple 

x + y - 2z =1 


E = 



-z 

= -2 



k — 2y + m z 

= -l 




A 


r 

A 

1 2 _2 

1 


1 1 _2 

1 

0 1 _1 

_2 

~ 

0 1 _1 

_2 

1 _1 m 

1 


0 0ml 

8 


- 

V 

_ J 


r = 3 et r’ = 3 
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• r = r’ = 3, veut dire que le systeme est compatible 

• r = n = 3, on a done une solution unique. 


Si m = 1 : r = 2 et r’ = 3 

r < r’ done le systeme est incompatible et S = 0 


Pour m ^ 1 ; cherchons cette solution unique, pour cela on rend la matrice sous 
la forme (e. 1. r. c). 





r 

8 + 16 "'N 

1 

r 

A 



+ 2 

L 3 { .) 

1 1 2 

1 


1 0 0 

1 m 

Ill 1 





8 

E 

0 1 1 

2 


0 1 0 

2 

m*l 





1 in” 


0 0ml 

8 


0 0 1 

Q 



- J 






V 

1 _m J 


S = { 


2m 26 2m + 6 


m 1 


1 m ’ 1 


Exemple 2 

J 2x -y +3z = 1 
-J x + y - z = 2 
I 2x +2y -2z = 4 

r r 


2 _1 3 

1 


1 1 1 

5 

2 

1 1 _1 

2 


° 1 -3 

1 

^2 2 _2 

4 J 


o 

o 

o 

0 J 


r = 2;r’ = 2;n = 3 

* r = r’ = 2 => le systeme est compatible 
r = 2<n = 3=>le systeme admet une infinite de solutions 


On pose a e R z = a 

y - 5/3 a = 1 => y = 1 + 5/3 a 
x + (1 + 5/3 a) -a = 2 => x = 1 - 2/3 a 
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S = {(1 - 2/3 a, 1 + 5/3 a, a) / a e R} 

Lorsque, le systeme admet une infinite de solutions. On fixe (n - r) inconnues et 
on resout les autres inconnues en fonctions de celles qui sont fixees. 

En general en fixe les inconnues correspondant aux colonnes qui ne contiennent 
pas de pivot. 
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Determinant 


I - Determinants des matrices carrees d’ordre 2 et 3 


Definition 1 : (Determinants d’ordre 2) 

Le determinant d’une matrice carree d’ordre 2 


A = 


se definit par l’egalite suivante : 


a A 

a il a i2 

a 21 a 22 

V J 

a il a i2 

a 21 a 22 

• on note ce determinant par det (A) = an a 2 2 - a 2 i ai 2 


an a 22 - a 2 i ai 2 


Definition 2 ( Determinants d’ordre 3) 


Le determinant d’ordre 3 correspondant a une matrice d’ordre 3 se definit par 
l’egalite suivante : 


a il a i2 a i 

a 21 a 22 a 2 

a,, a„ a, 


31 


32 


an 


&i2 


+ an 


• on appelle mineur d’un element donne d’un determinant d’ordre 3, le 
determinant d’ordre 2 obtenu en supprimant dans le determinant initial la 
ligne et la colonne qui contiennent 1’ element donne. 

• On appelle cofacteur de 1’ element donne, son mineur multiplier par (-1) k , 
ou k represente la somme des numeros de la ligne et de la colonne 
contenant 1’ element en question. 

• Ainsi, le signe dont il faut affecter le mineur de 1’ element correspondant 
du determinant est donne par le tableau ci-dessous 



+ + 
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• En examinant l’egalite mentionnee ci avant, qui exprime un determinant 
d’ordre 3, on voit que son deuxieme membre represente la somme de 
produits des elements de sa premiere ligne par leurs cofacteurs. 

Theoreme 1 


Un determinant d’ordre 3 est egal a la somme de produits des elements de 
n’importe quelle de ses lignes ou colonnes par leurs cofacteurs. 

Ce theoreme permet de calculer la valeur du determinant en le developpant par 
rapport aux elements de l’une de ses lignes ou colonnes. 

Theoreme 2 


La somme de produits des elements figurant dans une ligne (colonne) 
quelconque par les cofacteurs des elements d’une autre ligne (colonne) est nulle. 


Proprietes des determinants d’ordre 2 et 3 


1) un determinant reste invariable si ses lignes sont remplacees par ses 
colonnes et ses colonnes par les lignes correspondantes. 


a 

a' 

a" 


a 

b 

c 

b 

b’ 

b" 

= 

a' 

b’ 

c’ 

c 

c' 

c" 


a" 

b" 

c" 


, on dit det (A) = det ( l A) 


2) le cofacteur commun des elements d’une ligne (ou d’une colonne) 
Quelconque peut etre mis en facteur par rapport au determinant. 


1 

_4 

1 


1 

_2 

1 


6 

3 

9 


2 

1 

3 

0 

2 

3 

= 2 

0 

1 

3 


1 

2 

0 

= 3 

1 

2 

0 

3 

6 

5 


3 

3 

5 


1 

4 

3 


1 

4 

3 


3) si les elements d’une ligne (ou d’une colonne) d’un determinant sont 
respectivement egaux aux elements d’une autre ligne (ou d’une autre 
colonne) de ce determinant, le determinant est nul. 


4) La transposition de deux lignes (ou de deux colonnes) d’un determinant 
entraine le remplacement de ce determinant par son oppose. 
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1 

_3 

6 


_3 

1 

6 

2 

4 

3 

= - 

4 

2 

3 

0 

5 

2 


5 

0 

2 


5) Un determinant reste invariable si Ton ajoute aux elements de l’une de ses 
lignes (ou de ses colonnes) les elements correspondants d’une autre ligne 
(ou d’une autre colonne) multiplies par le meme nombre. 

6) Si on multiplie tous les elements d’une matrice par un scalaire A, la 
matrice est multipliee par A, tandis que le determinant associe est 
multiplier par A 11 

det (AA) = A 11 det(A) 

7) Le produit des determinants de deux matrices carrees A et B de meme 
ordre est egal au determinant du produit A. B de ces matrices 

det(AB) = det(A).det(B) 

Regie de Sarrus 

Le determinant du 3 cmc ordre peut se calculer par la regie de Sarrus : 

On recopie, au - dessous du determinant, les deux premieres lignes ; on 
obtient trois termes affectes du signe + en considerant les trois paralleles a la 
diagonale principale ; on obtient trois termes affectes du signe - en 
considerant les trois paralleles a 1’ autre diagonale 
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II- Determinants des matrices carrees d’ordre n 


Determinant d’ordre 4 


Le determinant d’ordre 4 correspondant a la matrice 


A = 


11 

a l2 

a l3 

a l4 

21 

a 22 

a 23 

a 24 

31 

a 32 

a 33 

a 34 

41 

a 42 

a 43 

a 44 


Est determine par l’egalite 


det (A) = 


a ll 

a l2 

a l3 

a l4 

a 21 

a 22 

a 23 

a 24 

a 31 

a 32 

a 33 

a 34 

a 41 

a 42 

a 43 

a 44 


a 22 

a 23 

a 24 


a 21 

a 23 

a 24 

a 32 

a 33 

a 34 

- an 

a 31 

a 33 

a 34 

a 42 

a 43 

a 44 


a 41 

a 43 

a 44 


a 21 

a 22 

a 24 


a 21 

a 22 

a 23 

a 31 

a 32 

a 34 

_ Ui3 

a 31 

a 32 

a 33 

a 4 i 

a 42 

a 44 


a 41 

a 42 

a 43 


D’une fa^on analogue, a l’aide d’un determinant d’ordre 4 on peut 
introduire une notion de determinant d’ordre 5 et ainsi de suite. 


Les definitions du mineur et du cofacteur d’un certain element de meme 
que les deux theoremes concernant les cofacteurs et formules pour les 
determinants d’ordre 3 restent valables pour un determinant de n’importe 
quel ordre. 


Ainsi en designant par A jk le mineur et par A jk le cofacteur de l’element a jk 
d’un determinant d’ordre n, on a : 


A Jk =(-iy +k A Jk 


Soit D un determinant d’ordre n, en le developpant par rapport aux 
elements de la j eme ligne d’abord et par rapport aux elements de la k eme 
colonne, ensuite on obtient 
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D a jl Aji ”^3j2 A j2 3" .... "I" 3jn Aj n 
D = a lk Aik "^" a 2k A2 k A • ••• A a nk A nk 


D’autre part, lorsque j ^ i et k ^ 1, on a : 


{ 


a ji An ~^ a j 2 Aj2 ...» ”1” a jn A in 0 
a ik An +a 2k A 2 i +.... + a nk A nl = 0 


Toute matrice carree reguliere A (D A det(A) ^0) possede matrice inverse, la 
matrice inverse se note A' 1 . 

Cas d’une matrice d’ordre 3 

r a 

A,, A,, A,, 


A J = 


Da 

D a 

D a 

Ai2 

A 22 

A32 

d a 

D A 

D A 

Aj 3 

A 23 

A 33 


ou Ay est le cofacteur de l’element ay du 


V D A d a d a 

determinant de la matrice A. 

Matrice adjointe d’une matrice A 
Definition 


On appelle matrice adjointe de A, la matrice deduite de A en rempla^ant 
chaque element ay par son cofacteur Ay . on note adj(A). 

Matrice adjointe de *A 

On verifie que 1’ adjoint de la transposee de A est aussi la transposee de 
1’ adjointe de A. 


adj( t A) = t (adj(A)) 


Matrice inverse 

Toute matrice carree reguliere A (det (A) ^ 0) possede une matrice inverse. 
Methode pour obtenir I’m verse d’une matrice 
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1) on prend la transposee *A de A 

2) on en deduit l’adjointe de f A 

3) on divise l’adjointe par le determinant de la matrice A 
A* 1 = adj( ‘A )/det(A) 

Exemple 

Calculer l’inverse de la matrice 



ri i 3 a 


f-23 1^ 

A = 

3 2 1 

II 

3 2 1 


13 2 


3 12 


v J 


v J 


det(A) = 


2 

3 

1 


1 

2 

3 


3 

1 

2 


= 18 


adj( f A) = 


r 

17-5 
-5 17 
7-5 1 

V J 


L’inverse cherchee de A est done : A' 1 = 1/18 


n i -5 a 

-5 17 
7-5 1 

V J 


III- Systeme de Cramer 


Definition 

On dit qu’un systeme est de Cramer si le nombre d’equations est egal au 
nombre d’inconnues et si son determinant A est different de zero. 

On demontre qu’un tel systeme admet une solution et une seule . 
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Algebre lineaire 


Soit Le systeme d’equations lineaires 


( 1 ) 


r 

an xi+ a i2 x 2 + + ai n x n = bi 

ail Xi+ a22 X2 + + a2n X n = b2 

< 


a p i xi+ a p2 x 2 + + a pn x n = b n 

v 


Cas ou n=p 
On a suppose : 


a il a H a in 


A = 


*0 


a„, a„. a„ 


On montre qu’il admet la solution unique 


Xi = Ai/A , Xi = A,/A , x n = A n /A 

ou 

• le denominateur de x, est le determinant A du systeme 

• et le numerateur est le determinant qui se deduit de A en rempla^ant 
la colonne des coefficients de l’inconnue x ; par la colonne des seconds 
membres 


Exemple 

J ax + by = c 
a’x + b’y = c’ 




c 

b 


a 

c 

a b 

^ 0 alors x - 

c' 

b’ 


a’ 

c’ 

a' b’ 

a 

b 

i y 

a 

b 



a' 

b’ 


a’ 

b’ 
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